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Cast I
Linearni harmonicky oscilator

1 Pracovni ukoly

1. Zméite tuhost pruziny statickou metodou a vypoctéte vlastni thlovou frekvenci pro dvé razné zavazi.

2. Zméite Casovy prubéh tlumenych kmita pro dvé zavazi, ovéfte platnost rovnice (14) v [1] proloZzenim dat a z

parametru proloZeni vypoc¢téte vlastni frekvenci volného oscilatoru.

3. Zméite zéavislost amplitudy vynucenych kmiti na frekvenci vnéjsi sily v okoli rezonance pro dvé zavazi a
proloZenim dat ovéfte platnost vztahu (19) v [1], z parametr proloZeni vypoctéte vlastni frekvenci volného

oscilatoru.

4. Porovnejte vysledky vlastni frekvence ze vSech tii pfedchozich tkolu.

2 Vypracovani

2.1 PouzZité pfistroje

Experimentalni stojan s pruzinou, zavazim a motorkem, tlumici magnety, rotac¢ni pohybové senory Pasco, sada
zévazi, regulovatelny zdroj 0-20 V, PC, program DataStudio a GNUplot, laserovy otackomér.

2.2 Teoreticky avod

2.2.1 Potencial harmonického oscilatoru

Potenciél linedrniho harmonického oscilatoru méa tvar
_ 2
U(z) = —ka”. (1)

V naSem piipadé ptjde o pruzinu se zavéSenym zavazim a konstanta k tak bude odpovidat tuhosti pruziny v Hookové

zékonu

F=—kx, (2)

kde x je prodlouZeni pruziny vyvolané pisobenim sily F'.



2.2.2 Netlumené kmity

Pohybové rovnice pro téleso o hmotnosti m p¥islu§na potencialu (1) ma tvar

k
i+ wlr =0, w=1/—. (3)
m
Obecné feSeni této rovnice je v uréitém tvaru
z(t) = a - cos(wt + a), (4)

kde a je amplituda oscilaci, & pocatecni faze a w uhlova frekvence. V piipadé parabolického potencidlu (1) uhlova
frekvence nezavisi na pocatecnich podminkach a je dana vyhradné vlastnostmi oscilatoru.
2.2.3 Tlumené kmity

Z platnosti zakladni pohybové rovnice pro tieni, zavedeni dekrementu ttlumu § a frekvence volného oscilatoru
bez tifeni wq podle vztahu

.. . h k
mi = —kx — h, 26 = —, wgz—, (5)
m m
dostaneme pohybovou rovnici tlumeného oscilatoru ve tvaru
i = 20 4+ wiz = 0. (6)

Obecné feSeni této rovnice ma tvar
x(t) = crett 4 CQG)\Qt, AMo=-6+4/6%2— wg. (7)
Rozlisujeme tii piipady.
1. Slaby ttlum (6 < wp): ReSeni (6) nabyvé tvaru

2(t) =a-e % cos(wt + ), (8)

kde w = \/w% — 62 a a a o jsou realné konstanty. V systému tak dochazi k tlumenym periodickym kmitam
s exponencidlné klesajici amplitudou a snizenou frekvenci.

2. Silny atlum (6 > wg): ... (viz [1]).
3. Kriticky ttlum (§ = wg): Jedn4 se o zvlastni pripad aperiodického tlumeni a FeSeni (6) nabyva tvaru
w(t) = (c1 + eat)e ™, 9)
2.2.4 Vynucené kmity s tlumenim
Pridanim vn&jsi periodické sily F'(t) = f cos(yt) do rovnice (6) dostévame pohybovou rovnici
i =200 +wiz = £cos(7t). (10)

Upravou podle [1] dostavame pro amplitudu

20
b(y) = / , ¢ = arctan 2772 (11)
m\/(wg —2)2 4 4)242 7w
Finalni tvar feSeni je potom
x(t) = beos(vyt + &). (12)

Pii rezonanci nabyva amplituda b maxima, ale neni nekonecné - jeji maximum je v bodé v = \/w(% — 262,



»

2.3 Postup meéreni

Aparaturu jsme sestavili podle Obr. 2 v [1]. Obsahovala dva senzory na méfeni vychylky, pruzinku s proménnym
zévazim a motorek, ktery dodaval pripadnou vnéjsi budici silu. Tlumeni zafizovaly magnety, které indukovaly vifivé
proudy v hlinikovém télese pouzitém jako zavaZi. Senzor S1 (ten niZe poloZzeny) méfil Casovy priubéh vnéjsi sily a
senzor S2 (vySe umistény) oscilace. Senzory byly pfipojeny k po¢itaci a data z nich zobrazoval program DataStudio.
2.3.1 Mséfeni tuhosti pruziny statickou metodou

Ze senzoru S2 ur¢ime prodlouZeni pruzinky x po pfidani zavazi o hmotnosti m. Z toho pomoci vztahu mg = —kx
uré¢ime tuhost pruziny k (g je tthové zrychleni).
2.3.2 Meéfeni ¢asového pribéhu tlumenych kmita

1. Nejdfive umistime na drzak zvolené zavazi.

2. Vynulujeme senzory.

3. Zapneme ukladani dat.

4. Zavazi udélime pocatecni vychylku a nechame ho kmitat do zastaveni.

5. Vypneme ukladéni dat a vymazeme nepotiebné ¢asti.

2.3.3 Meéieni ¢asového pribéhu kmita s vnéjsi budici silou

Ménili jsme napéti na zdroji a hledali, kdy zhruba nastava rezonance. V okoli tohoto mista jsme potom provedli

méfeni pro nékolik raznych hodnot napéti podle nasledujicitho postupu.
1. Nejdfive umistime na drzak zvolené zévazi.
2. Vynulujeme senzory a nastavime napéti na zdroji.
3. Zévazi rozkmitame a pockame, nez se ¢astecné ustali amplituda.

4. Zapneme ukladani dat a zaznamendme 20 period kmiti. Béhem toho méifime frekvenci budici sily laserovym

otackomeérem.

5. Vypneme ukladani dat a vymazeme nepotiebné ¢asti.

2.4 Naméfené hodnoty
2.4.1 Meéfeni tuhosti pruZiny statickou metodou

Nameéfené hodnoty jsou v Tab. 1. Pfi hlinikovém zavazi na stojanu o hmotnosti m, = 21,84 g a tuhosti pruziny
k = (13,3 +0,2) N/m nam pro zévazi o hmotnosti m = 20 g a m = 40 g vysly podle (3) vlastni frekvence

wog = (17,8 +0,2) rad/s, wyqo = (14,7 £ 0,1) rad/s. (13)

2.4.2 Mé&feni ¢asového pribéhu tlumenych kmita

Prabéh tlumenych kmiti je vynesen do grafi na Obr. 1 a Obr. 2 pro obé hmotnosti. Z prolozeni ziskavame

vlastni tthlové frekvence pro obé& zavazi jako

wao = (16,27 £ 0,01) rad/s,  wag = (13,59 + 0,02) rad/s. (14)



2.4.3 Meé&feni ¢asového pribé&hu kmitia s vnéjsi budici silou

Nameétené hodnoty jsou vyneseny v Tab. 2 a Tab. 3, stejné tak potom v grafech na Obr. 3 a Obr. 4. Frekvence
ft je potitana z napéti podle zavislosti ziskané linedrnim prolozenim f(U) = (0,222 £+ 0,002) U — (0,15 £ 0,02)
Hz. Z prolozeni zminénych dvou grafa ziskdvame vlastni tihlové frekvence pro obé zavazi jako

woo = (19,58 £+ 0,06) rad/s, wyo = (12,82 £ 0,06) rad/s. (15)

2.5 Diskuse

A¢ jsou vysledky zatizeny ruznymi systematickymi chybami a kazdé ze tii metod je jinak pfesna, vSechny jsou

vzajemné konzistentni a pomér dvou méfenych frekvenci wog a wyg se prilis neméni.

2.5.1 Maé&feni tuhosti pruziny statickou metodou

Tuhost pruZiny nam vysla k = (13,3 4+0,2) N/m. Chyba tohoto vysledku by §la zmensit, pokud bychom pouzili
zévazi o presnéji znamé hmotnosti, nebo ndmi pouzité zavazi pievazili. Pfi jiné konfiguraci pokusu by také bylo
mozné zavazicka kombinovat do vétSich hmotnosti a namérit tak vice hodnot. Velikost chyby tuhosti se nasledné
prenési i do vypoctu vlastni frekvence LHO, jejiz vysledky se zdaji byt pro dvé ruzné zavazi v poradku, ale jejich
systematicka chyba je pravdépodobné vétsi, nez chyba statistické.

2.5.2 Mé&feni ¢asového pribéhu tlumenych kmita

Vlastni frekvence jsme v tomto pfipadé pocitali pomoci fitovani v programu GNUplot. Chyby fitu ur¢il program
o Fad mensi nez v pfedchozim p¥ipadé a jedné se tak o presndjsi vysledek (nejen proto, Ze nezavisi explicitné na
hmotnosti). Vzhledem k tomu, jak dobie je na fitu vidét pfesnost tohoto paramteru, muZeme Fict, Ze se jedna o

nejpiesndjsi méfeni, které jsme udélali a velmi dobie potvrzuje platnost rovnice (8).

2.5.3 Meéfeni ¢asového pribé&hu kmitia s vnéjsi budici silou

Meéfreni vlastnich frekvenci pomoci hledani rezonance bylo zatiZeno velkou systematickou chybou vzhledem k
malym rozdilim hladin v programu DataStudio a jeji vysledky jsou tak nejméné piesné ze vSech t¥i metod. Pii
pohledu na prolozeni v grafech na Obr. 3 a 4 vidime, Ze a¢ je u parametrii uvedena velmi malé chyba, proloZeni neni
piilis pfesné. Na to, abychom potvrdili platnost rovnice (11) nam ale data staci. MéFeni by §lo zpfesnit v piipadg,
ze bychom dovolili vétsi amplitudu, nebo méfili prubéh kontinualné béhem jednoho méfeni misto deseti méreni

provadénych zv1ast.

3 Zavér

Uspésné jsme zméfili tuhost pruziny statickou metodou a vypocetli z ni vlastni thlovou frekvenci pro dvé rizna,
zavazi. Zméfili jsme Casovy pribéh tlumenych kmita pro dvé zavazi, ovérili dobfe platnost vztahu (14) z [1] a
vypocetli s dobrou pfesnosti vlastni frekvenci volného oscilatoru. S mensi jistotou jsme pak ovéfili také vztah (19)

z [1] a do tfetice, byt s mensi pfesnosti, jsme zméfili vlastni frekvence pro obé& zavazi.



Cast II

Pohlovo torzni kyvadlo
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Pracovni tkoly

1. Zméite tuhost pruziny Pohlova kyvadla.

2. Naméite Casovy vyvoj vychylky kmiti kyvadla pro netlumené kmity. Za pouziti vysledku tohoto a minulého

tkolu vypocitejte moment setrvacnosti kyvadla I.

3. Zmeéite koeficient atlumu pro nékolik zvolenych hodnot tlumiciho proudu. Zavislost vyneste do grafu.

. Extrapolaci urcete hodnotu tlumiciho proudu, pii kterém dochéazi ke kritickému tlumeni. Nastavte tuto hod-

notu, zméfte prubéh pfi rychlostni a polohové pocateéni podmince a ovéite, ze je kyvadlo skutecné kriticky

tlumeno.

Vypracovani

5.1 Pouzité piistroje

Pohlovo kyvadlo, sada zavazi, senzor PASCO, program DataStudio, PC.

5.2 Teoreticky avod

V Pohlové kyvadle je zabudovana pruzina i moznost tlumeni. Celkovy moment sil bude sou¢tem momentu sil

dodavanych pruzinou Np a téch generovanych vifivymi proudy indukovanymi civkami Np. Pro vyfeSeni pohybové

rovnice musime predpokladat,

e 7e moment sil generovanych pruzinou je pfimo amérny odpovidajicimu thlu pootoceni kyvadla ¢
Np = _D@,
kde D > 0 se nazyva tuhost pruziny torzniho kyvadla a plati

mgrQ

D=
l 9

e a 7e moment tlumicich sil pfi pohybu kyvadla je pfimo tmérny odpovidajici thlové rychlosti kyvadla

Np=—C¢(t), kdeC >0.

Pohybovou rovnici pak miizeme zapsat jako
D

(1) +200(0) +wie(t) =0, b=7  wi=T

21

f{eéeni, stejné jako v piedchozi ¢asti, zavisi na vztahu wq a d. RozliSujeme tii ptipady:

1. Pro maly utlum (wg > 6 > 0) plati

QD(LL) = Spmaxe_ét Sin(wt + g00), W= w(z) — 52,

(17)

(20)



2. Pro kriticky tutlum (wg = §) plati

o(t) = po(1+ 575)6_& pii podatetni polohové podmince a (21)
o(t) = Qote O pii pocate¢ni rychlostni podmince. (22)
3. Pro silny atlum (wg < 8) pii d = /52 — w% plati
o(t) = cp()e_& [Cosh(dt) + g Sinh(dt)} pii pocatetni polohové podmince a (23)
o(t) = %6_& sinh(dt) pii pocatetni rychlostni podmince. (24)

5.3 Postup méreni
5.3.1 Meé&feni tuhosti pruziny Pohlova kyvadla

Ptes kladku jsme na kyvadlo zaveésili nejdfive jedno zavazi na napnuti provazku a poté 3 ruzné zavazi. Pfi tom
jsme odecitali aktuélni vychylku.
5.3.2 Meé&feni pribéhu pro netlumené kmity

Za pomoci pocatecni vychylky jsme rozkmitali kyvadlo a pies senzor zaznamenévali priubéh pomoci programu
DataStudio. Na misté jsme pomoci programu GN Uplot zjistili parametr wy.
5.3.3 Tlumené kmity

Za pomoci pocatecni vychylky jsme rozkmitali kyvadlo a pfes senzor jsme zaznamenavali pribéh pomoci pro-
gramu DataStudio. Nastavovali jsme rizné proudy a zavisle na nich méfili dekrement ttlumu. Tyto hodnoty jsme
poté vynesli do grafu a extrapolaci zjistili hodnotu tlumiciho proudu v bodé § = wq . Tu jsme poté nastavili a pii

rychlostni i polohové podmince ovérili, Ze bylo kyvadlo skute¢né kriticky tlumeno.

5.4 Nameéfené hodnoty
5.4.1 Meéfeni tuhosti pruziny Pohlova kyvadla

Namérené hodnoty jsou v Tab. 4. Jako polomér pruziny jsme brali hodnotu r = (9,39 4+ 0,01) cm.

5.4.2 Meé&feni pribéhu pro netlumené kmity

Prabéh netlumenych kmitii je vynesen do grafu na Obr. 5. Z proloZeni ziskavame vlastni ihlovou frekvenci wq
a ze vzorce (19) moment setrvacnosti kyvadla I jako

wo = (3,538 +0,001) rad/s, I = (0,0024 & 0,0001) kg - m>. (25)

5.4.3 Tlumené kmity

Prabéh tlumenych kmiti je vynesen ilustra¢né do grafi na Obr. 6, 7 a 8. Pomoci jejich proloZzeni jsme pro nékolik
proudi spocitali dektrementy dtlumu. Vysledné hodnoty jsou uvedeny v Tab. 5. Z téchto hodnot jsme néasledné
extrapolaci odhadli, Ze ke kritickému ttlumu dochézi pii proudu I = (1,5 + 0,2) A a na§ odhad jsme v grafu na
Obr. 9 ovérovali.



5.5 Diskuse

Velky problém bé&hem celého pokusu jsme méli s lepenkou, kterd byla nalepend na kyvadle a omezovala tak
rozsah, do kterého S§lo kyvadlo vychylit. V druhém sméru pak v jednom misté nedovolila provazku, aby se dale
odvijel.

5.5.1 Meé&feni tuhosti pruziny Pohlova kyvadla

Tuhost pruziny torzniho kyvadla ndm vysla D = (0,030 £ 0,002) N/m. Chyba tohoto vysledku by $la zmensit
stejné jako v prvni ¢asti, pokud bychom pouzili zédvazi o presnéji znamé hmotnosti, nebo nami pouzité zavazi
prevazili. Vzhledem k limitovanému rozsahu jsme méfeni udélali pouze pro t¥i hodnoty a to neni dostatecné velky

vzorek pro smysluplnou statistickou chybu. Presnost naseho vysledku je tedy nejista.

5.5.2 Maéfeni pribéhu pro netlumené kmity

Méieni civkami netlumenych kmiti Pohlova kyvadla probéhlo i pifes zmensSeny rozsah dobfe a podafilo se ho i
obstojné prolozit funkci pro tlumené kmity, vzhledem k nezanedbatelnému tfeni. Hodnota vlastni ahlové frekvence
wq je tak zméiend relativné piesné, na rozdil od momentu setrvacnosti kyvadla I, na jehoz hodnotu se pienasi
chyba z tuhosti pruziny D.

5.5.3 Tlumené kmity

Meéfteni ¢asového pribéhu ruzné tlumenych kmitt probéhlo dobfe a i podle grafa na Obr. 6, 7 a 8 je vidét, ze
se kmity tlumi vice se vzriustajicim proudem. Z extrapolace na Obr. 11 jsme ur¢ili, ze bude ke kritickému atlumu
dochéazet piiblizné p¥i hodnoté tlumictho proudu I = (1,5 + 0,2) A. KdyZ jsme ale pro tuto hodnotu provedli
méfeni (viz Obr. 9), bylo evidentni, Ze v tomto bodé ke kritickému ttlumu nedochazi. Provedli jsme poté tedy velmi
rychle nékolik dalsich mé&feni a zjistili jsme, Ze ke kritickému utlumu dochazi ve skute¢nosti nékde mezi 1,7 a 1,8
A. Tento interval mé neprazdny prunik s chybovym intervalem nasi hodnoty a extrapolaci tak miZeme oznacit za
relativné uspéSnou. Fitovani exponencialni zavislosti na zakladé prvnich ¢lena je v8ak extrémné nepiesné, vzhledem

k tomu, Ze na tomto dseku hodnotam mnohem vice vyhovuje linearni zavislost.

6 Zavér

Uspésné jsme zméfili tuhost pruziny Pohlova kyvadla. Naméiili jsme ¢asovy vyvoj vychylky kmitt pro netlumené
kmity. Pomoci vysledki téchto tkoli jsme nasledné uspésné spocitali moment setrvacnosti kyvadla. Dale se nam
podafilo zmétit dekrement ttlumu pro nékolik hodnot tlumiciho proudu a zévislosti jsme vynesli do grafi. Extra-
polaci jsme ur¢ili hodnotu tlumiciho proudu pro kriticky atlum a ovéfili, zda (popiipadé kde) je kyvadlo skuteéné
kriticky tlumeno.
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Cast III
Prilohy

6.1 Domaci priprava

Domaéci pfiprava je piilozena k protokolu.

6.2 Statistické zpracovani dat

Pro statistické zpracovani vyuzivame aritmetického praméru:

jehoZz chybu spocitame jako

kde z; jsou jednotlivé naméfené hodnoty, n je pofet mé&feni, T aritmeticky prumér a og jeho chyba [3].
P#i nepifimém méreni pocitadme hodnotu s chybou dle nésledujicich vztahu:

u= f(x,y,2,...)
l‘:(fﬂ:o‘x), Z/:@io‘y)» Z:(Eidz), Tt

kde u je veli¢ina, kterou urc¢ujeme nepiimo z méfenych veli¢in =, vy, z, . . .
Pak

(28)



6.3 Tabulky

| m[g] |  [mm] | k[N/m] | AZ[N/m] |

10 | 7,075 13,87 0,29
20 | 15,075 13,01 0,10
30 | 21,963 13,40 0,01
40 | 30,113 13,03 0,09

k4 op 13,3 0,2

Tab. 1: Mé&feni tuhosti pruziny statickou metodou; m je hmotnost pfidaného zévazi, x namé&iené prodlouZeni, k z
toho spocitana tuhost dle vzorce (2) a A% jeji kvadraticka odchylka. Aritmeticky prameér tuhosti je k a jeho chyba

| fi [H7] | Apag [mm] | | fi [H7] | Apag [mm] |

2,869 0,486 1,626 0,338

2,958 0,489 1,715 0,525

3,002 0,563 1,804 0,563

3,047 0,600 1,892 0,675

3,091 0,676 1,981 0,783

3,136 0,713 2,070 0,788

3,180 0,675 2,159 0,638

3,224 0,600 2,248 0,563

3,269 0,562 2,336 0,413

3,358 0,525 2,425 0,313
Tab. 2: Méfeni kmitt s budici silou v okoli rezonance Tab. 3: Méfeni kmit s budici silou v okoli rezonance
pro zévazi o hmotnosti m = 20 g; f+ je frekvence pro zévaZzi o hmotnosti m = 40 g; f je frekvence
budici sily, Ayqr maximalni naméfend amplituda. budici sily, Apqp maximalni namé¥end amplituda.

| m[g] | @ [mm] | DIN/m] | AH[N/m] |

30 80 0,032 | 0,0000064
50 162 0,027 | 0,0000103
70 198 0,031 | 0,0000005

D+op 0,030 0,002

Tab. 4: Méreni tuhosti pruziny Pohlova kyvadla statickou metodou; m je hmotnost zavésenych zavazi, x naméiené
prodlouzeni, D z toho spocitana tuhost pruZiny torzniho kyvadla podle (17) a AZD jeji kvadratickd odchylka.
Aritmeticky pramér tuhosti je D a jeho chyba op (27).



| T[A] | 6 [rad/s] | o [rad/3] |

0,2 0,108 0,001
0,3 0,151 0,001
0,4 0,228 0,001
0,5 0,312 0,002
0,6 0,419 0,002
0,7 0,524 0,002
0,8 0,642 0,002
1,0 0,975 0,006
1,2 1,603 0,005

Tab. 5: Mé&Feni koeficient itlumu u Pohlova kyvadla; I je velikost tlumiciho proudu, § hodnota dekrementu atlumu

podle fitu a o jeji chyba.

6.4 Grafy
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Obr. 1: Graf ¢asového prubéhu tlumenych kmita LHO pro zavazi o hmotnosti m = 20 g; x je poloha v zavislosti

na ¢ase t. Namé&fené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 2: Graf éasového prib&hu tlumenych kmittt LHO pro zavazi o hmotnosti m = 40 g; = je poloha v zavislosti
na ¢ase t. Namé&fené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 3: Graf zavislosti maximalni amplitudy x na frekvenci f budici sily v okoli rezonance pro zévazi o hmotnosti
m = 20 g. Naméfené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (11).
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Obr. 4: Graf zavislosti maximéalni amplitudy x na frekvenci f budici sily v okoli rezonance pro zavazi o hmotnosti

m = 40 g. Namé&fené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (11).
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Obr. 5: Graf ¢asového prubéhu netlumenych kmitt Pohlova kyvadla pro zavazi o hmotnosti m = 10 g; x je poloha

v zévislosti na ¢ase t. Naméfené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 6: Graf ¢asového prubshu tlumenych kmita Pohlova kyvadla pro zavazi o hmotnosti m = 10 g a tlumiciho
proudu I = 0,4 A; z je poloha v zavislosti na ¢ase t. Namé&fené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 7: Graf ¢asového prubshu tlumenych kmita Pohlova kyvadla pro zévazi o hmotnosti m = 10 g a tlumiciho
proudu I = 0,6 A; z je poloha v zavislosti na ¢ase t. Namé&fené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 8: Graf ¢asového prubéhu tlumenych kmiti Pohlova kyvadla pro zavazi o hmotnosti m = 10 g a tlumiciho

proudu I = 0,8 A; z je poloha v zavislosti na ¢ase t. Naméfené hodnoty jsme prolozili podle rovnice (8).
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Obr. 9: Graf ¢asového pribshu tlumenych kmita Pohlova kyvadla pro zavazi o hmotnosti m = 10 g a tlumiciho
proudu I = 1,5 A; z je poloha v zavislosti na ¢ase t.
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Obr. 10: Graf ¢asového pribéhu tlumenych kmiti Pohlova kyvadla pro zavaZzi o hmotnosti m = 10 g a tlumiciho

proudu I = 1,8 A; x je poloha v zavislosti na ¢ase t.
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Obr. 11: Graf zavislosti dekrementu ttlumu d na velikosti tlumictho proudu I na civkach Pohlova kyvadla. Namé&iené
hodnoty jsme prolozili odpovidajici funkeci.
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