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1 Pracovní úkoly

1. Zm¥°te závislost relativního délkového prodlouºení ∆l/l ocelového drátu na nap¥tí p°i zat¥ºování a odleh£o-

vání drátu a sestrojte graf této závislosti. Vypo£ítejte metodou nejmen²ích £tverc· modul pruºnosti v tahu

ocelového drátu.

2. Zm¥°te závislost pr·hybu z na velikosti síly F p°i zat¥ºování i odleh£ování ocelového nosníku a narýsujte

graf této závislosti. Metodou nejmen²ích £tverc· vypo£ítejte modul pruºnosti v tahu. O zp·sobu zpracování

výsledk· metodou nejmen²ích £tverc· se do£tete v p°íloze dokumentu [1].

3. V p°íprav¥ odvo¤te vzorec pro plo²ný moment setrva£nosti obdélníkového pr·°ezu ²í°ky a a vý²ky b.

4. Zm¥°te závislost úhlu zkroucení ϕ ocelového drátu na velikosti kroutícího momentu p°i postupném zv¥t²ování

a postupném zmen²ování tohoto momentu. Výsledky m¥°ení vyneste do grafu. Metodou nejmen²ích £tverc·

vypo£t¥te modul pruºnosti ve smyku G drátu.

5. Na torzním kyvadle zm¥°te moment setrva£nosti základního systému I0 a modul pruºnosti ve smyku G

ocelového drátu. Dobu torzních kmit· zm¥°te postupnou metodou.

6. V p°íprav¥ odvo¤te vzorce pro výpo£et modulu pruºnosti ve smyku G a momentu setrva£nosti základního

systému torzního kyvadla I0.

2 Vypracování

2.1 Pouºité p°ístroje

Stojan s indikátorovými hodinkami a ocelovým drátem, za°ízení na m¥°ení modulu pruºnosti v tahu z pr·hybu

nosníku, za°ízení na m¥°ení modulu pruºnosti ve smyku z torze drátu statickou a dynamickou metodou, mikrome-

trický ²roub, posuvné m¥°ítko, svinovací metr, váhy, sada závaºí, mobilní telefon.

2.2 Teoretický úvod

2.2.1 Modul pruºnosti v tahu a modul pruºnosti ve smyku

Pruºnost homogenního izotropního t¥lesa popisujeme p°i malých deformacích dv¥ma nezávislými materiálovými

konstantami, kterými jsou bu¤ modul pruºnosti v tahu (Young·v modul) E a Poissonovo £íslo µ, anebo nap°. modul

pruºnosti v tahu E a modul pruºnosti ve smyku G.

Uvaºujme hranol £i válec o pr·°ezu S a délce l s upevn¥ným jedním koncem. Necháme-li ve sm¥ru podélné osy

p·sobit sílu F , vyvolá prodlouºení p·vodní délky l o ∆l. Mezi nap¥tím F/S a relativním prodlouºením ∆l/l platí

tzv. Hooke·v zákon
F

S
= E

∆l

l
. (1)

1



Konstanta E závisí na materiálu a nazývá se modul pruºnosti v tahu (neboli Young·v modul).

Pro druhý p°ípad uvaºujme krychli o hran¥ l z materiálu, jehoº vlastnosti chceme zkoumat. Dolní podstavu

upevníme a v horní necháme p·sobit sílu F rovnob¥ºn¥ s dolní podstavou, která horní postavu posune a zm¥ní

p·vodn¥ pravý úhel o malý úhel γ tak jako na Obr. 5. Mezi smykovým nap¥tím F/S a smykovou deformací (úhlem

smyku γ) platí pro malé posunutí vztah
F

S
= Gγ, (2)

kde G je konstanta ur£ená vlastnostmi materiálu a nazývá se modul pruºnosti ve smyku.

2.2.2 Ohyb nosníku

Uvaºujme p°ímý nosník délky l o pr·°ezu libovolného tvaru ohnutý stejn¥ jako na Obr. 6. Chceme ur£it vztah

mezi rozm¥ry a tvarem nosníku, konstantami charakterizujícími vlastnosti materiálu a mezi silami p·sobícími na

nosník. Z Obr. 7 m·ºeme odvodit, ºe je prodlouºení ∆l úm¥rné y podle vzorce

∆l

l
=
y

R
, (3)

kde l je délka a R polom¥r k°ivosti nosníku. Stejn¥ tak nap¥tí ∆F/∆S je úm¥rné y podle vztahu

∆F

∆S
= E

y

R
. (4)

Ze stejného obrázku m·ºeme stanovit pro velikost momentu dvojice sil M vztah

M =

∫
S
y dF =

E

R

∫
S
y2 dS, (5)

kde S je p°í£ný pr·°ez nosníku a integrál na pravé stran¥ nazveme plo²ným momentem setrva£nosti I , jehoº velikost

jsme pro ná² p°ípad (obdélníkový pr·°ez rozm¥r· a · b) v domácí p°íprav¥ odvodili následovn¥:

I =

∫
S
y2 dS =

∫ a

0

∫ b/2

−b/2
y2 dxdy = a

∫ b/2

−b/2
y2dy =

ab3

12
. (6)

Pro pohybový moment nosníku s pevnými konci, který ohýbáme uprost°ed (viz Obr. 8), platí

M(x) =
F

2

(
L

2
− x

)
, (7)

kde F je síla p·sobící na nosník v bod¥ záv¥su a L jeho délka. Kombinací p°edchozích vztah· dostáváme vztah

d2z

dx2
=

F

2EI

(
L

2
− x

)
(8)

a jeho integrací za pouºití po£áte£ních podmínek (x = 0, dz/dx = 0) a okrajových podmínek (x = L/2, z = 0)

pak

z(x) =
F

2EI

(
Lx2

4
− x3

6

)
− FL3

48EI
, (9)

potaºmo (pro pr·hyb uprost°ed nosníku)

z(0) = − FL3

48EI
. (10)
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2.2.3 Torze válce kruhového pr·°ezu

Uvaºujme válec o délce L a polom¥ru R, jehoº horní podstava je upevn¥na a spodní je v·£i ní sto£ena o úhel ϕ

(tak jako na Obr. 9). Tuto deformaci nazýváme torze. Pro torzi de�nujeme veli£inu α, která se nazývá mírou torze

a je to úhel sto£ení dvou kolmých pr·°ez· vzdálených od sebe o jednotkovou délku. Platí tedy vztah ϕ = Lα.

P°edstavme si elementární hranol vy°íznutý z válce o délce rdψ, ²í°ce dr a vý²ce dl (viz Obr. 4). Tento hranol se

p°i torzi deformuje. Neuvaºujeme-li posunutí a oto£ení kolem podélné osy válce, prod¥lá kaºdý elementární hranol

smyk. Pro hranol vzdálený o r od osy válce je posunutí spodní podstavy v·£i horní δ = rαdl a pro úhel smyku

γ = δ/dl = rα. Z Obr. 4 vidíme, ºe pro p°ír·stek momentu sil M platí

dM = r
F

S
dS, (11)

kde dS je plocha podstavy elementárního hranolu dS = rdψdr. Celkový moment sil M vyvolávající torzi válce je

pak

M =

∫ 2π

0

∫ R

0
rτdψdr = Gα

∫ 2π

0

∫ R

0
r3dψdr = G

πR4

2L
ϕ, (12)

p°i£emº p°i tíhovém zrychlení g a polom¥ru kladky a je pro moment síly dvou závaºí o hmotnostechm1 am2 roven

M = (m1 +m2)ga. (13)

2.2.4 Torzní kyvadlo

Pro ty£ torzního kyvadla platí

I
d2ϕ

dt2
= −Kϕ, K =

GπR4

2L
, (14)

kde I je moment setrva£nosti ty£e a na ni p°idaných závaºí, ϕ úhel torze drátu, G modul pruºnosti ve smyku, t

£as, R polom¥r a L délka drátu. V domácí p°íprav¥ jsme odvodili vztah pro modul pruºnosti ve smyku G

G =
8πLI

T 2R4
(15)

a dále víme, ºe pro moment setrva£nosti Iv dutého válce o vnit°ním a vn¥j²ím polom¥ru r1, r2, hmotnosti m a

vý²ce v vzhledem k ose kolmé k ose rotace válce platí p°i délce ramena ty£e a

Iv = M · (a− 1

2
v)2 +

M

4
(r2

1 + r2
2 +

v2

3
). (16)

V domácí p°íprav¥ jsme dále odvodili pro momenty setrva£nosti dutých válc· I1, I2 umíst¥ných na ty£i torzního

kyvadla, pro jejich periody T1, T2 a moment setrva£nosti samotné ty£e I0

I0 =
I1T

2
2 − I2T

2
1

T 2
1 − T

2
2

. (17)

Nejv¥t²í p°esnosti a nejsnadn¥j²ího výpo£tu dosáhneme v p°ípad¥, ºe zvolíme za závaºí o momentu I2 závaºí o

nulové hmotnosti (a tím pádem i nulového momentu setrva£nosti). Tím se nám vzorec zjednodu²í (p°i p°ezna£ení

T2 → T0) na

I0 =
I1T

2
0

T 2
1 − T

2
0

. (18)
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2.3 Postup m¥°ení

2.3.1 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z prodlouºení drátu

Modul pruºnosti v tahu ocelového drátu jsme m¥°ili p°ímou metodou z prodlouºení ∆l v závislosti na napínací

síle. Drát byl napínán silou F zp·sobenou vahou závaºí, které bylo zav¥²ené na jeho neupevn¥ném konci. Drát jsme

nejd°íve napnuli závaºím o hmotnosti kolem 1 kg. Následn¥ jsme zm¥°ili jeho délku a pr·m¥r. Vlastní m¥°ení jsme

provád¥li následovn¥ (s jiº sestavenou aparaturou):

1. Na há£ek indikátorových hodinek (nebo na poslední zav¥²ené závaºí) zav¥síme jemn¥ (z d·vodu hystereze)

závaºí£ko o známé hmotnosti.

2. Poklepeme na hodinky, aby se ru£i£ka ustálila.

3. Ode£teme a zapí²eme hodnotu spolu s hmotností aktuáln¥ zav¥²ené sady závaºí£ek.

4. P°edchozí kroky opakujeme po p°idání a odebrání kaºdého závaºí b¥hem zat¥ºování a odleh£ování hodinek.

2.3.2 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z pr·hybu nosníku

Aparatura jiº byla sestavena v podob¥ nosníku (kovové ty£e obdélníkového pr·°ezu na dvou b°itech ve vzdálenosti

L, kterou jsme zm¥°ili) a mikroskopu s okulárním mikrometrem. Pomocí mikrometrického ²roubu jsme také zm¥°ili

²í°ku a vý²ku ty£e a zat¥ºovali jsme ji uprost°ed závaºím p·sobícím silou F . P°i p°idávání a odebírání závaºí£ek

jsme stejn¥ jako v minulé úloze zaznamenávali její pr·hyb ve st°edu, který je dán vztahem (10), a pro který platí,

ºe jeden dílek v mikroskopu odpovídá 0,0253 mm pr·hybu.

2.3.3 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou

Aparatura byla jiº sestavena i k této £ásti. Modul pruºnosti ve smyku drátu o délce L a polom¥ru R jsme ur£ili

ze vztahu (12). Moment sil M , který torzi vyvolává, je tvo°en závaºími, které zav¥²ujeme na kladky tak jako na

Obr. 10. P°ed m¥°ením jsme ur£ili polom¥r kladky, která zp·sobuje tento moment, jako a a zav¥²ovali jsme na ni

závaºí o hmotnostechm1 am2 ve dvou sm¥rech . Závaºí jsme se snaºili kombinovat tak, aby byl rozdíl sil p·sobících

na obou ramenech co nejmen²í. P°i vlastním m¥°ení jsme podobn¥ jako v p°edchozích dvou ur£ovali úhel ϕ oproti

základní pozici na úhlom¥ru kladky p°i p°idávání a následném odebírání závaºí.

2.3.4 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou

Aparatura jiº byla sestavena v podob¥ drátu o délce L a polom¥ru R, na kterém byla zav¥²ena ty£ s moºností

p°idání kruhových disk· na její konce. Zm¥°ili jsme ob¥ vlastnosti drátu, délku a tlou²´ku ty£e a poté také rozm¥ry

a hmotnost p°idaného v¥t²ího disku. Následn¥ jsme zm¥°ili dvacetkrát periodu kmit· jak samotné ty£e T0, tak ty£e

s p°idanými disky na okrajích T1 tak, abychom získali postupnou metodou deset nezávislých m¥°ení a podle (18)

spo£ítali moment setrva£nosti samotné ty£e I0 se znalostí teoreticky spo£ítaného (16) I1.

2.4 Nam¥°ené hodnoty

P°ed za£átkem celého m¥°ení bylo pot°eba zváºit v²echna pouºívaná závaºí, coº jsme u£inili. Jednotlivé hmotnosti

jsme ur£ili s p°esností 0,02 g a brali je vºdy jako r·zné hodnoty (v rozsahu 100,30 - 101,18 g).

2.4.1 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z prodlouºení drátu

Délku drátu jsme ur£ili pomocí svinovacího metru jako L = (98,6 ± 0,1) cm, jeho pr·m¥r pak pomocí mik-

rometrického ²roubu jako D = (0,215 ± 0,001) mm. Chyby jsme v obou p°ípadech ur£ili podle nejmen²ího dílku

pouºitého m¥°ítka. Nam¥°ené a spo£ítané hodnoty jsou vyneseny v Tab. 1, F/S jsme po£ítali ze vztah· F = mg a
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S = πR2, kde jedinou d°íve nezmín¥nou veli£inou je polom¥r drátu R. Hodnoty pro zat¥ºování i odleh£ování jsou

dále vyneseny v grafu na Obr. 1 spolu s lineárním proloºením z parametr· metody nejmen²ích £tverc·.

Metoda nejmen²ích £tverc· [3] nám dává parametry a1 = (2,01 ± 0,01) · 1011, b1 = (−0,10 ± 0,02) pro

zat¥ºování drátu a a2 = (2,01 ± 0,01) · 1011, b2 = (−0,16 ± 0,03) pro odleh£ování (parametry odpovídají

jednotkám Pa). Z toho dostáváme podle parametr· a(1,2) �nální hodnoty modulu pruºnosti E(1,2) v tahu (1) i s

chybou (5.5) jako

E1 = (2,01± 0,01) · 1011 Pa, E2 = (2,01± 0,01) · 1011 Pa. (19)

2.4.2 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z pr·hybu nosníku

Délku nosníku jsme ur£ili pomocí svinovacího metru jako L = (49,75 ± 0,05) cm, jeho rozm¥ry pak pomocí

mikrometrického ²roubu jako a = (9,955 ± 0,005) mm a b = (3,965 ± 0,005) mm. Chyby jsme ve v²ech t°ech

p°ípadech ur£ili podle nejmen²ího dílku pouºitého m¥°ítka. Nam¥°ené a spo£ítané hodnoty jsou vyneseny v Tab. 2, F

jsme po£ítali ze vztahu F = mg. Hodnoty pro zat¥ºování i odleh£ování jsou dále vyneseny v grafu na Obr. 2 spolu s

lineárním proloºením z parametr· metody nejmen²ích £tverc·. Metoda nejmen²ích £tverc· [3] nám dává parametry

a1 = (3,97±0,02)·103, b1 = (−1,09±0,03) pro zat¥ºování drátu a a2 = (3,98±0,01)·103, b2 = (−1,18±0,02)

pro odleh£ování (parametry odpovídají jednotkám N ·m). Z toho dostáváme podle parametr· a(1,2) �nální hodnoty

modulu pruºnosti E(1,2) v tahu z pr·hybu nosníku (10) i s chybou (5.5), (5.4) jako

E1 = (1,97± 0,01) · 1011 Pa, E2 = (1,97± 0,02) · 1011 Pa. (20)

2.4.3 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou

Délku drátu jsme ur£ili pomocí svinovacího metru jako L = (65,80 ± 0,05) cm, jeho pr·m¥r pak pomocí

mikrometrického ²roubu jako D = (1,985 ± 0,005) mm a polom¥r kladky pomocí posuvného m¥°ítka jako a =

(40,50 ± 0,05) mm. Chyby jsme v obou p°ípadech ur£ili podle nejmen²ího dílku pouºitého m¥°ítka. Nam¥°ené

a spo£ítané hodnoty jsou vyneseny v Tab. 3. Hodnoty pro zat¥ºování i odleh£ování jsou dále vyneseny v grafu

na Obr. 3 spolu s lineárním proloºením z parametr· metody nejmen²ích £tverc·. Metoda nejmen²ích £tverc· [3]

nám dává parametry a1 = (0,22 ± 0,01), b1 = (−5 ± 7) · 10−3 pro zat¥ºování drátu a a2 = (0,22 ± 0,01),

b2 = (−4 ± 8) · 10−3 pro odleh£ování (parametry odpovídají jednotkám N ·m/rad). Z toho dostáváme podle

parametr· a(1,2) �nální hodnoty modulu pruºnosti G(1,2) ve smyku torzí drátu statickou metodou (12, 13) i s

chybou (5.5), (5.4) jako

G1 = (9,52± 0,05) · 1010 Pa, G2 = (9,39± 0,05) · 1010 Pa. (21)

2.4.4 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou

Délku drátu jsme ur£ili pomocí svinovacího metru jako L = (52,40 ± 0,05) cm, jeho pr·m¥r pak pomocí

mikrometrického ²roubu jako D = (0,459 ± 0,005) mm. Hmotnost v¥t²ího p°ídavného disku jsme ur£ili jako

m = (127,31± 0,05) g, jeho vnit°ní pr·m¥r pomocí mikrometrického ²roubu pak jako d1 = (7,925± 0,005) mm

a vn¥j²í pr·m¥r pomocí posuvného m¥°ítka jako d2 = (4,98 ± 0,05) mm. Vý²ku p°ídavného disku jsme zm¥°ili

pomocí mikrometrického ²roubu jako v = (7,958± 0,005) mm a délku ty£e jako 2a = (24,90± 0,05) cm. Chyby

jsme ve v²ech p°ípadech ur£ili podle nejmen²ího dílku pouºitého m¥°ítka. Spo£ítané hodnoty postupnou metodou

jsou vyneseny v Tab. 4. Z nam¥°ených hodnot jsme pomocí (16) získali hodnotu momentu setrva£nosti I1 i s chybou

(5.4) jako

I1 = (3,74± 0,03) · 10−3 kg ·m2, (22)

z £ehoº jsme se znalostí zm¥°ené periody kmit· T1 = (13,3 ± 0,1) s a T0 = (4,3 ± 0,1) s dopo£ítali podle (18)

hodnotu momentu setrva£nosti samotné ty£e I0 s chybou (5.4) a ty£e s p°idaným závaºím I1+0 s chybou (5.4) jako

I0 = (4,3± 0,2) · 10−4 kg ·m2, I1+0 = (4,17± 0,04) · 10−3 kg ·m2. (23)
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Z toho uº snadno dostaneme podle (15) hodnoty modulu pruºnosti ve smyku G(0,1) s chybou (5.4) z m¥°ení bez

závaºí a s ním jako

G0 = (1,13± 0,02) · 1011 Pa, G1 = (1,13± 0,08) · 1011 Pa. (24)

2.5 Diskuse

2.5.1 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z prodlouºení drátu

Výsledky m¥°ení první úlohy odpovídají p°ibliºn¥ tabulkovým hodnotám [4] modulu pruºnosti v tahu oceli,

který se pohybuje v rozsahu 1,9−2,1 ·1011 Pa podle p°ím¥sí. P°ípadné systematické chyby mohly nejsnáze vznikat

p°i m¥°ení délky a polom¥ru drátu, jelikoº následn¥ ovlivnily oba výsledky. Chyby hmotností jednotlivých závaºí

byly relativn¥ malé a �nální hodnoty p°íli² neovlivnily. M¥°ení by se dalo zp°esnit jemn¥j²ím zav¥²ováním závaºí,

nam¥°ením v¥t²ího po£tu hodnot, pouºitím hodinek, do kterých není pot°eba klepat na ustálení hodnoty, a m¥°ením

délky drátu v p°esn¥ji de�novaných bodech a p°esn¥j²ím m¥°ítkem.

2.5.2 M¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z pr·hybu nosníku

Výsledky m¥°ení druhé úlohy taktéº odpovídají p°ibliºn¥ tabulkovým hodnotám [4] modulu pruºnosti v tahu

oceli, stejn¥ jako v první úloze. Systematické chyby zde mohly op¥t nejsnáze vznikat m¥°ením délky nosníku,

p°ípadn¥ ode£ítáním hodnot z mikroskopu, ve kterém kurzor zna£n¥ osciloval. Nosník také navíc nemusel být

dokonale homogenní a mohl být na n¥kterých místech nerovnom¥rn¥ po²kozen. Pro chyby hmotností jednotlivých

závaºí platí to samé co v p°edchozí úloze. M¥°ení by se dalo také zp°esnit jemn¥j²ím zav¥²ováním závaºí, nam¥°ením

v¥t²ího po£tu hodnot (p°ípadn¥ lep²ím vynulováním stupnice tak, abychom za£ínali v okolí nuly a ne jedni£ky) a

m¥°ením délky nosníku p°esn¥j²ím m¥°ítkem.

2.5.3 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou

Výsledky m¥°ení t°etí úlohy jsou stejného °ádu jako tabulková hodnota [4] modulu pruºnosti ve smyku oceli

Gt = 7,95 ·1010 Pa, av²ak je moºné, ºe do²lo k systematické chyb¥ p°i m¥°ení pr·m¥ru drátu. Zm¥na této hodnoty

p°ímo ovliv¬uje výsledek a nebyla by t°eba velká zm¥na, aby se výsledek dostal p°esn¥ na tabulkovou hodnotu z

na²ich G2 = (9,39±0,05) ·1010 Pa. Bereme-li v úvahu systematické chyby, ke kterým zde mohlo dojít ve stejných

místech jako u prvního úkolu, m·ºeme toto m¥°ení prohlásit za úsp¥²né. I v tomto p°ípad¥ jsme byli limitováni

prostorem pod kladkou v po£tu závaºí, které bylo moºno najednou zav¥sit, a proto se nám nepoda°ilo nam¥°it 10

hodnot.

2.5.4 M¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou

Výsledky m¥°ení £tvrté úlohy jsou na tom je²t¥ o trochu h·° neº p°i m¥°ení statickou metodou. Bereme-li v²ak

v úvahu moºné systematické chyby, je výsledek stále je²t¥ relativn¥ blízko tabulkovým hodnotám a m¥°ení se nedá

prohlásit za nepoda°ené. Ur£ování v¥t²iny hodnot by v²ak ²lo zp°esnit pouºitím p°esn¥j²ích m¥°ítek, pe£liv¥j²ím

ode£ítáním z mikrometrického ²roubu, p°esn¥j²ím na²roubováním disku na konec ty£e, p°ípadn¥ zvý²ením p°esnosti

m¥°ení period kmit· (bu¤ pouºitím p°esn¥j²ího nástroje neº mobilního telefonu nebo m¥°ením period na del²ím

£asovém úseku).

3 Záv¥r

Úsp¥²n¥ jsme zm¥°ili závislost relativního délkového prodlouºení ∆l/l ocelového drátu na nap¥tí p°i zat¥ºování a

odleh£ování drátu a sestrojili jsme graf této závislosti. Metodou nejmen²ích £tverc· jsme vypo£ítali modul pruºnosti

v tahu ocelového drátu jako E1 = (2,01± 0,01) · 1011 Pa, coº odpovídá tabulkovým hodnotám. Zm¥°ili jsme také

závislost pr·hybu z na velikosti síly F p°i zat¥ºování i odleh£ování ocelového nosníku a vynesli graf této závislosti.
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Metodou nejmen²ích £tverc· jsme spo£ítali modul pruºnosti oceli v tahu jako E1 = (1,97 ± 0,01) · 1011 Pa, coº

také odpovídá tabulkovým hodnotám. V domácí p°íprav¥ jsme odvodili vzorec pro plo²ný moment setrva£nosti

obdélníkového pr·°ezu ²í°ky a a vý²ky b.

Dále jsme zm¥°ili závislost úhlu zkroucení ϕ ocelového drátu na velikosti kroutícího momentu p°i jeho postupném

zv¥t²ování a zmen²ování. Výsledky m¥°ení jsme vynesli do grafu. Metodou nejmen²ích £tverc· jsme vypo£etli modul

pruºnosti ve smyku oceli jako G1 = (9,52 ± 0,05) · 1010 Pa a G2 = (9,39 ± 0,05) · 1010 Pa, coº se blíºí

tabulkovým hodnotám. Na torzním kyvadle jsme dále zm¥°ili moment setrva£nosti základního systému jako I0 =

(4,3± 0,2) · 10−4 kg ·m2 a modul pruºnosti ve smyku ocelového drátu jako G0 = (1,13± 0,08) · 1011 Pa, coº se

blíºí tabulkovým hodnotám. V domácí p°íprav¥ jsme dále odvodili vzorce pro výpo£et modulu pruºnosti ve smyku

G a momentu setrva£nosti základního systému torzního kyvadla I0.
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5 P°ílohy

5.1 Domácí p°íprava

Domácí p°íprava je p°iloºena k protokolu.

5.2 Statistické zpracování dat

Pro statistické zpracování vyuºíváme aritmetického pr·m¥ru:

x =
1

n

n∑
i=1

xi, (5.1)

jehoº chybu spo£ítáme jako

σ0 =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x)2, (5.2)

kde xi jsou jednotlivé nam¥°ené hodnoty, n je po£et m¥°ení, x aritmetický pr·m¥r a σ0 jeho chyba [2].

P°i nep°ímém m¥°ení po£ítáme hodnotu s chybou dle následujících vztah·:

u = f(x, y, z, . . .), (5.3)

x = (x± σx), y = (y ± σy), z = (z ± σz), . . . ,

kde u je veli£ina, kterou ur£ujeme nep°ímo z m¥°ených veli£in x, y, z, . . .

Pak

u = f(x, y, z, . . .),

σu =

√(
∂f

∂x

)2

σ2
x +

(
∂f

∂y

)2

σ2
y +

(
∂f

∂z

)2

σ2
z + . . ., (5.4)

u = (u± σu).

5.2.1 Metoda nejmen²ích £tverc·

Snaºíme-li se metodou nejmen²ích £tverc· proloºit data lineární závislostí Yi = axi + b, dosazujeme hodnoty

xi, yi a snaºíme se najít parametry a a b tak, aby byl sou£et v²ech kvadratických odchylek ∆Y 2
i minimální. Toho

dosáhneme pomocí následujících vzorc· [3] :

a =

n
n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

yi

n
n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2
, σa =

√√√√√√√√√
n

n∑
i=1

(yi − Yi)2

(n− 2)

 n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2
 , (5.5)

b =

n∑
i=1

x2
i

n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

xiyi

n
n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2
, σb =

√√√√√√√√√
n∑
i=1

x2
i

n∑
i=1

(yi − Yi)2

n(n− 2)

 n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2
 . (5.6)
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5.3 Tabulky a grafy

m [g] σm [g] F/S [N/m2] σF/S [N/m2] ∆l1/l [-] σ∆l1/l
[-] ∆l2/l [-] σ∆l2/l

[-]

100,68 0,02 2,68E+05 2E+03 1,47E-06 5E-08 1,42E-06 5E-08

200,98 0,03 5,35E+05 5E+03 2,89E-06 5E-08 2,79E-06 5E-08

301,84 0,03 8,04E+05 7E+03 4,16E-06 5E-08 4,21E-06 5E-08

402,70 0,04 1,07E+06 1E+04 5,63E-06 5E-08 5,58E-06 5E-08

503,54 0,04 1,34E+06 1E+04 6,95E-06 5E-08 6,95E-06 5E-08

603,90 0,05 1,61E+06 1E+04 8,22E-06 5E-08 8,22E-06 5E-08

704,72 0,05 1,88E+06 2E+04 9,63E-06 5E-08 9,58E-06 5E-08

805,56 0,06 2,15E+06 2E+04 1,10E-05 5E-08 1,09E-05 5E-08

906,64 0,06 2,42E+06 2E+04 1,23E-05 5E-08 1,22E-05 5E-08

1007,46 0,06 2,68E+06 2E+04 1,37E-05 5E-08 1,37E-05 5E-08

Tab. 1: Nam¥°ené a spo£ítané hodnoty p°i m¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z prodlouºení drátu: m a σm jsou

celková hmotnost zav¥²ených závaºí s chybou, F/S a σF/S nap¥tí drátu a jeho chyba (5.4), ∆l1,2/l relativní

prodlouºení drátu p°i zat¥ºování a odleh£ování drátu a σ∆l1,2/l
jejich chyby (5.4) .

 0
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 0  5  10  15  20  25  30

Δ
l/

l ·
 1

0
6
 [

-]

F/S · 10-5 [N/m2] 

Zatěžování

Odlehčování

f'(x) = (2,01· 1011)x+(1,59· 10-1)

Obr. 1: Graf závislosti relativního délkového prodlouºení ∆l/l na nap¥tí F/S p°i zat¥ºování a odleh£ování drátu.

Proloºeno funkcí inverzní k f(x) = ax+ b s druhou °adou parametr· získaných z metody nejmen²ích £tverc·.
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m [g] σm [g] F [N] σF [N] z1 [mm] σz1 [mm] z2 [mm] σz2 [mm]

100,68 0,02 0,9738 0,0002 0,28 0,01 0,29 0,01

200,98 0,03 1,9440 0,0003 0,52 0,01 0,54 0,01

301,84 0,03 2,9196 0,0003 0,76 0,01 0,78 0,01

402,70 0,04 3,8952 0,0004 1,01 0,01 1,02 0,01

503,54 0,04 4,8706 0,0004 1,27 0,01 1,28 0,01

603,90 0,05 5,8413 0,0005 1,51 0,01 1,53 0,01

704,72 0,05 6,8165 0,0005 1,75 0,01 1,77 0,01

805,56 0,06 7,7919 0,0006 2,00 0,01 2,01 0,01

906,64 0,06 8,7696 0,0006 2,23 0,01 2,25 0,01

Tab. 2: Nam¥°ené a spo£ítané hodnoty p°i m¥°ení modulu pruºnosti v tahu E z pr·hybu nosníku: m a σm jsou

celková hmotnost zav¥²ených závaºí s chybou, F a σF síla p·sobící na nosník a její chyba (5.4), z1,2 pr·hyb nosníku

p°i zat¥ºování a odleh£ování v jeho st°edu a σz1,2 jejich chyby (5.4) .
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Zatěžování

Odlehčování

f'(x) = (3,98)x-(1,18)

Obr. 2: Graf závislosti pr·hybu nosníku z(1,2) na síle F p·sobící v jejím st°edu p°i zat¥ºování a odleh£ování.

Proloºeno funkcí inverzní k f(x) = ax+ b s druhou °adou parametr· získaných z metody nejmen²ích £tverc·.
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m [g] σm [g] M [N ·m] σM [N ·m] ∆ϕ1 [◦] σ∆ϕ1
[◦] ∆ϕ2 [◦] σ∆ϕ2

[◦]

201,64 0,03 0,0401 0,0002 10,0 0,5 9,5 0,5

403,36 0,04 0,0801 0,0004 24,0 0,5 23,5 0,5

605,04 0,05 0,1202 0,0006 32,5 0,5 33,5 0,5

805,76 0,06 0,1601 0,0008 44,5 0,5 45,5 0,5

1008,02 0,06 0,2000 0,0010 54,5 0,5 54,5 0,5

1209,00 0,07 0,2400 0,0010 61,5 0,5 61,5 0,5

Tab. 3: Nam¥°ené a spo£ítané hodnoty p°i m¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou: m

a σm jsou celková hmotnost zav¥²ených závaºí s chybou,M a σM moment sil tvo°ený závaºími a jeho chyba (5.4),

∆ϕ1,2 úhly torze ode£tené z úhlom¥ru a σ∆ϕ1,2
jejich chyby.
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Obr. 3: Graf závislosti zm¥ny torzního úhlu ∆ϕ(1,2) na silovém momentuM p·sobícím vlivem dvou sad závaºí p°i

zat¥ºování a odleh£ování. Proloºeno funkcí inverzní k f(x) = ax+b s druhou °adou parametr· získaných z metody

nejmen²ích £tverc·.
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T1 [s] σT1
[s] T0 [s] σT0

[s]

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,2 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

13,3 0,1 4,3 0,1

Tab. 4: Spo£ítané hodnoty p°i m¥°ení modulu pruºnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou: T1 a σT1
jsou periody získané postupnou metodou (z deseti r·zných interval· deseti period) s p°íslu²nou chybou (5.2) p°i

kmitání ty£e s velkými disky na okrajích, T0 a σT0
pak analogicky pro kmitání samotné ty£e.

Obr. 4: Smyk elementárního hranolu vy°íznutého z válce p°i torzi [1]
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5.4 Schémata

Obr. 5: Schéma smyku [1] Obr. 6: Ohyb nosníku [1]

Obr. 7: Neutrální plocha, deformace nosníku p°i ohybu [1] Obr. 8: Ohyb nosníku podep°eného na

b°itech [1]

Obr. 9: Torze válce kruhového pr·-

°ezu [1]

Obr. 10: Za°ízení pro m¥°ení mo-

dulu pruºnosti ve smyku statickou

metodou [1]

Obr. 11: Za°ízení pro m¥°ení mo-

dulu pruºnosti ve smyku dynamic-

kou metodou [1]

13


	Pracovní úkoly
	Vypracování
	Použité přístroje
	Teoretický úvod
	Modul pružnosti v tahu a modul pružnosti ve smyku
	Ohyb nosníku
	Torze válce kruhového průřezu
	Torzní kyvadlo

	Postup měření
	Měření modulu pružnosti v tahu E z prodloužení drátu
	Měření modulu pružnosti v tahu E z průhybu nosníku
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou

	Naměřené hodnoty
	Měření modulu pružnosti v tahu E z prodloužení drátu
	Měření modulu pružnosti v tahu E z průhybu nosníku
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou

	Diskuse
	Měření modulu pružnosti v tahu E z prodloužení drátu
	Měření modulu pružnosti v tahu E z průhybu nosníku
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu statickou metodou
	Měření modulu pružnosti ve smyku G torzí drátu dynamickou metodou


	Závěr
	Použitá literatura
	Přílohy
	Domácí příprava
	Statistické zpracování dat
	Metoda nejmenších čtverců

	Tabulky a grafy
	Schémata


