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1 Pracovńı úkoly

1. V př́ıpravě odvod’te vztah pro maximálńı odhad relativńı chyby měřeńı G. Potřebné informace najdete na

http://praktikum.fjfi.cvut.cz/documents/chybynav/chyby-o.pdf na straně 1 až 4.

2. Ve spolupráci s asistentem zkontrolujte, zda je torzńı kyvadlo horizontálně vyrovnané.

3. Dynamickou metodou změřte časový pr̊uběh torzńıch kmit̊u v jedné poloze, potom umı́stěte velké koule m1

do polohy II a změřte časový pr̊uběh v této druhé poloze. U každého měřeńı si poznamenejte i chybu tohoto

měřeńı, kterou odhadnete (č́ım rychleji se světelná značka pohybuje, t́ım větš́ı bude chyba určeńı jej́ı polohy).

4. Naměřenou závislost nafitujte funkćı (8) ve vhodném programu (kupř́ıkladu Gnuplot) a vykreslete graf

naměřených dat včetně odchylek a nafitované funkce.

5. Z výsledku fitu a naměřených hodnot spočtěte gravitačńı konstantu G i s výslednou chybou měřeńı, kterou

spočtěte z Vámi odvozeného vztahu z př́ıpravy (úkol 1). Většina fitovaćıch programů uvád́ı parametry funkce

i s jejich chybou - tuto chybu potom považujte za chybu měřeńı a dosazujte ji do odvozeného vztahu.

6. Výsledek měřeńı gravitačńı konstanty G srovnejte s tabulkovou hodnotou Gt a ověřte, jestli se tabulková

hodnota vejde do intervalu naměřená hodnota ± chyba měřeńı.

2 Vypracováńı

2.1 Použité př́ıstroje

Torzńı kyvadlo, zemńıćı kabel, He-Ne laser, ochranné brýle (modré), podstavec pod laser, stopky, mobilńı telefon,

svinovaćı metr.

2.2 Teoretický úvod

2.2.1 Gravitačńı konstanta

S gravitačńı silou se setkáváme neustále. Gravitačńı śıly maj́ı přitažlivý charakter, p̊usob́ı na všechny hmotné

částice a Isaac Newton pro ně formuloval zákon

F = G
m1m2

r2
, (1)

kde F je velikost gravitačńı śıly a m1, m2 hmotnosti těles, mezi kterými tato śıla p̊usob́ı. Pomoćı torzńıho kyvadla

nalezl metodu vyč́ısleńı gravitačńı konstanty G v roce 1798 Henry Cavendish.
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2.2.2 Torzńı kyvadlo

Během torze docháźı k rotačńımu pohybu jednotlivých část́ı lanka a k vyjádřeńı mı́ry zkrouceńı lanka stač́ı změřit

úhel, o který se otoč́ı jeden konec lanka v porovnáńı s druhým. K lanku je připevněna činka (jak je znázorněno na

Obr. 1) sestávaj́ıćı ze dvou menš́ıch kouĺı (o hmotnostech m1) a zrcátka, od kterého se odráž́ı laserový paprsek.

Pokud se k malým kouĺım přilož́ı koule větš́ı (o hmotnostech m2), vznikne v čince moment sil

τf = 2d(F1 − F2). (2)

Tento moment zp̊usob́ı zkrouceńı lanka a pootočeńı činky a zrcátka o úhel θ. To vyvolá torzńı moment τt = −kθ,

kde k je konstanta zahrnuj́ıćı ve své hodnotě mechanické vlastnosti lanka. Pokud je systém v rovnováze, plat́ı

τf = −τt
2d(F1 − F2) = kθ,

(3)

odkud se úpravami můžeme dostat ke tvaru

2dGm1m2

b2
(1− β) = kθ, β =

b3

(b2 + 4d2)
3
2

, (4)

přičemž β se nazývá geometrický faktor, G je gravitačńı konstanta a b, d jsou vzdálenosti vyznačené na Obr. 1. Z

Obr. 2a můžeme potom vykoukat daľśı vztahy, které pro systém plat́ı, jako např́ıklad ten pro výpočet úhlu θ

tan(2θ) ' 2θ =
S

2L
=
|S2 − S1|

2L
. (5)

Torzńı konstantu k urč́ıme z doby kyvu T a ze znalosti momentu setrvačnosti činky

T 2 =
4π2I

k
, (6)

kde I je moment setrvačnosti činky. Za použit́ı Steinerovy věty a nakombinováńım všech předchoźıch vzorc̊u podle

[1] dostáváme pro výpočet gravitačńı konstanty

G =
π2b2S

T 2m2L

d2 + 2
5r

2

d(1− β)
, β =

b3

(b2 + 4d2)
3
2

. (7)

2.2.3 Tlumené kmity

V rámci analýzy dat zjǐst’ujeme parametry T a S proložeńım naměřených hodnot funkćı pro tlumené harmonické

kmity, která má tvar

f(t) = Ae−δt sin

(
2π

T (1,2)
t+ ϕ

)
+ S(1,2). (8)

2.2.4 Domáćı úkol

Maximálńı odhad chyby můžeme podle [2] spoč́ıtat pomoćı vzorce

∆ω =

∣∣∣∣
∂ω

∂x

∣∣∣∣∆x+

∣∣∣∣
∂ω

∂y

∣∣∣∣∆y + . . . (9)

Pro náš výpočet gravitačńı konstanty G potom pomoćı

∆G =

∣∣∣∣
∂G

∂S

∣∣∣∣∆S +

∣∣∣∣
∂G

∂T

∣∣∣∣∆T +

∣∣∣∣
∂G

∂L

∣∣∣∣∆L, (10)

kde ∆S je součet chyb σS1 a σS2 , ∆T chyba spoč́ıtaná podle (15) z hodnot T1, T2 a jejich chyb a ∆L chyba σL.
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2.3 Postup měřeńı

Torzńı kyvadlo jsme nevyrovnávali, jelikož nám bylo řečeno, že je vyrovnané dobře. V př́ıpadě, že by nebylo,

bychom to poznali na křivosti pohybu laseru po stěně a vzhledem k tomu, že se odraz laseru pohyboval pouze po

měř́ıtku, můžeme ř́ıct, že bylo vyrovnané dostatečně. Vyrovnáńı provád́ıme proto, aby na námi měřené hodnoty

nemělo vliv gravitačńı pole Země. Daľśım z exterńıch vliv̊u, který jsme museli před začátkem měřeńı eliminovat,

byla možnost p̊usobeńı elektrostatické śıly. Toho jsme dosáhli uzemněńım aparatury k tomu určeným vodičem.

Během měřeńı zaznamenáváme výchylku činky v čase a proložeńım funkćı pro tlumené harmonické kmity (8)

urč́ıme parametry S1, S2, T1 a T2, tedy hodnoty rovnovážných poloh a period při obou dvou polohách velkých

kouĺı. Před měřeńım bylo potřeba změřit vzdálenost zrcátka od stěny s měř́ıtkem. Vlastńı měřeńı jsme prováděli

podle následuj́ıćıho postupu:

1. Odaretujeme kyvadlo, zapneme laser a nasměrujeme ho na zrcátko tak, aby jeho odraz kmital přibližně kolem

středu stupnice na protěǰśı stěně.

2. Kyvadlo necháme ustálit (řádově deśıtky minut) a ujist́ıme se, že v krajńıch polohách nedocháźı k odrazu

činky od stěn.

3. Na k tomu určené nástavce opatrně umı́st́ıme větš́ı koule a jemně je posuneme tak, aby se dotýkaly stěn.

4. Opět se ujist́ıme, že jsme nijak nenarušili pohyb soustavy a necháme kmity ještě chv́ıli ustálit.

5. Následně zaznamenáváme každých 20 sekund polohu odrazu laseru na měř́ıtku po dobu zhruba 25 minut.

6. Po naměřeńı hodnot přesuneme těžš́ı koule do druhé polohy a opakujeme předchoźı dva body.

Chybu každé naměřené hodnoty urč́ıme z okamžité rychlosti tečky laseru jako dráhu, kterou při ńı mohl urazit,

za čas, jaký trvá hodnotu odeč́ıst a který jsme určili přibližně na tod = 1 s.

2.4 Naměřené hodnoty

Naměřené hodnoty jsou uvedeny v Tab. 1 a vyneseny do graf̊u na Obr. 3 a 4. V tabulce kromě naměřených hodnot

uvád́ıme hodnoty ze zadáńı [1], které bereme jako absolutně přesné konstanty. Z těchto zadaných a naměřených

hodnot jsme pak podle (7) určili gravitačńı konstantu s horńım odhadem chyby (10) jako

G = (6,4± 0,6) ·10−11 N ·m2 · kg−2. (11)

r [mm] d [mm] b [mm] m2 [kg] β [-] L± σL [m]

9,55 50,7 45 1,24 0,066744 6,00± 0,05

S1 ± σS1 [cm] S2 ± σS2 [cm] S ±∆S [cm] T1 ± σT1 [s] T2 ± σS2 [s] T ±∆T [s]

104,2± 0,8 114,9± 0,2 10,7± 0,8 498,4± 0,4 499± 3 499± 2

Tab. 1: Tabulka zadaných a naměřených hodnot; r, d, b a m2 jsou zadané hodnoty [1], β je z nich vypoč́ıtaná

konstanta, L ± σL je vzdálenost zrcátka od měř́ıtka na stěně, S, ∆S rozd́ıl rovnovážných poloh S1 a S2 se svou

chybou a T , ∆T perioda kmit̊u se svou chybou spoč́ıtaná jako pr̊uměr T1 a T2.

3



2.5 Diskuse

Nejméně přesným článkem celého měřeńı bylo asi určováńı vzdálenosti zrcátka od měř́ıtka na stěně. Vzhledem

k tomu, že byl svinovaćı metr dlouhý pouze pět metr̊u a vzdálenost ke stěně se pohybovala kolem šesti, bylo nutné

použ́ıt připravený provázek. Měřeńı jsme prováděli podél stěny, ale provázek nebyl pravděpodobně dokonale napnut,

nekončil přesně na úrovni zrcátka a jeho překládáńım mohlo doj́ıt k daľśım chybám. Stěna, podél které jsme měřili,

nav́ıc také nemusela být kolmá na tu s měř́ıtkem.

Gravitačńı konstanta má podle tabulek [4] vycházet jako Gt = (6,6738±0,0008)·10−11 N ·m2 · kg−2. Nám se

ji podařilo určit na G = (6,4±0,6) ·10−11 N ·m2 · kg−2, což tabulkové hodnotě odpov́ıdá. V př́ıpadě, že bychom

mı́sto horńıho odhadu chyby (10) použili standardńı chybu nepř́ımého měřeńı (15), tabulková hodnota by už neležela

v chybovém intervalu našeho výsledku. Dá se tedy předpokládat, že docházelo k systematickým chybám. Nepřesnost

výsledku mohla být zp̊usobena nevyváženou p̊uvodńı pozićı aparatury, kterou jsme nekontrolovali, již zmı́něným

nepřesným změřeńım vzdálenosti zrcátka od měř́ıtka nebo systematicky chybným odeč́ıtáńım jedné sady měřeńı ze

stupnice na stěně. Výsledek by se dal dále lehce ovlivnit vybráńım jiné podmnožiny výsledk̊u z naměřených dat.

3 Závěr

V př́ıpravě jsme odvodili vztah pro maximálńı odhad relativńı chyby měřeńı G. Asistent nám zaručil, že je torzńı

kyvadlo horizontálně vyrovnané a pak jsme dynamickou metodou změřili časový pr̊uběh torzńıch kmit̊u ve dvou

r̊uzných polohách. Naměřenou závislost jsme nafitovali patřičnou funkćı (8) a vykreslili jsme graf včetně odchylek

(Obr. 3, 4). Z výsledk̊u fit̊u a naměřených hodnot jsme určili gravitačńı konstantu i s výslednou chybou měřeńı na

G = (6,4 ± 0,6) ·10−11 N ·m2 · kg−2. Námi změřenou hodnotu jsme pak porovnali s tabulkovou a diskutovali

jej́ı správnost.
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Část I

Př́ılohy

4.1 Domáćı př́ıprava

Domáćı př́ıprava je přiložena k protokolu.

4.2 Statistické zpracováńı dat

Pro statistické zpracováńı využ́ıváme aritmetického pr̊uměru:

x =
1

n

n∑

i=1

xi, (12)

jehož chybu spoč́ıtáme jako

σ0 =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑

i=1

(xi − x)2, (13)

kde xi jsou jednotlivé naměřené hodnoty, n je počet měřeńı, x aritmetický pr̊uměr a σ0 jeho chyba [3].

Při nepř́ımém měřeńı poč́ıtáme hodnotu s chybou dle následuj́ıćıch vztah̊u:

u = f(x, y, z, . . .), (14)

x = (x± σx), y = (y ± σy), z = (z ± σz), . . . ,

kde u je veličina, kterou určujeme nepř́ımo z měřených veličin x, y, z, . . .

Pak

u = f(x, y, z, . . .),

σu =

√(
∂f

∂x

)2

σ2x +

(
∂f

∂y

)2

σ2y +

(
∂f

∂z

)2

σ2z + . . ., (15)

u = (u± σu).

V př́ıpadě, že máme několik r̊uzně přesných měřeńı stejné veličiny, použ́ıváme vztah pro vážený pr̊uměr:

x̄ =

n∑
i=1

pixi

n∑
i=1

pi

, (16)

kde x̄ je vážený pr̊uměr, xi jsou jednotlivá měřeńı a pro pi plat́ı

pi =
1

σ2i
, (17)

kde σi jsou jednotlivé chyby daných měřeńı.

Celkovou chybu tedy vypoč́ıtáme ze vztahu

σ0 =

√√√√√
1
n∑
i=1

pi

. (18)
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4.3 Schémata

Obr. 1: Schéma zapojeńı z [1].

5 Provedeńı

5.1 Dynamická metoda

Celé měřeńı v podstatě spoč́ıvá v zaznamenáváńı výchylky ”činky”v čase a analýze tohoto časového vývoje k určeńı hodnot
θ a k.

Silový impuls kyvadlu dáme tak, že k malým kouĺım m1 přibĺıž́ıme (viz obr. 4a - černá část) na otočném držáku velké
koule m2, č́ımž maximalizujeme śılu (viz obrázek 1) F1 a minimalizujeme śılu F2 - silový impuls je roven právě rozd́ılu těchto
sil. Jakmile se kyvadlo rozkmitá, my začneme zaznamenávat se stopkami v ruce polohu světelné značky (odraz laserového
paprsku od zrcátka spojeného s ”činkou”) na vodorovném měř́ıtku v čase. Torzńı kyvadlo bude kmitat kolem rovnovážné
polohy (bod S1 na obrázku 4a), takže nemuśıme čekat, až se po rozkmitáńı ”činka”ustáĺı v nové rovnovážné poloze, ale stač́ı
nechat kyvadlo několikrát prokmitnout a z naměřeného pr̊uběhu kmitavého pohybu (závislost amplitudy na čase) stanovit
rovnovážnou polohu S1 - jak je naznačeno na obrázku 4a.

Abychom mohli určit úhel zkrouceńı torzńıho lanka θ, tak potřebujeme změřit alespoň dvě rovnovážné polohy. Na obrázku
(4a) je naznačen postup měřeńı:

Opatrně oddaretujeme kyvadlo a přibĺıž́ıme velké koule k malým kouĺım (čince). Torzńı kyvadlo se vlivem gravitačńı
interakce mezi velkými a malými koulemi rozkmitá a my začneme zaznamenávat se stopkami v ruce polohy světelné značky
v ekvidistantńıch časových intervalech (stač́ı každých 20 vteřin, nebot’ doba kyvu je několik minut). Jak je znázorněno na
obrázku (4a), torzńı kyvadlo začne kmitat kolem rovnovážné polohy S1. Necháme ho zakmitat několik kyv̊u a potom velké
koule přemı́st́ıme do druhé polohy, která je na obrázku (4a) znázorněna šedou barvou. V této druhé poloze začne kyvadlo
kmitat kolem rovnovážné polohy S2.
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Obrázek 4: Dynamická metoda měřeńı rovnovážných poloh : Černá barva odpov́ıdá poloze 1 a šedá poloze 2

5.2 Analýza naměřených dat

Na konci odstavce 2.1 byl odvozen vztah (2), ze kterého lze vypoč́ıtat gravitačńı konstantu G. Ve vztahu (2) vystupuj́ı dvě
neznámé veličiny (θ i k), které lze určit z dynamických měřeńı torzńıch kmit̊u kyvadla. V grafu na obrázku (4a) vid́ıme
závislost výchylky torzńıho kyvadla na čase. Tuto závislost naměř́ıme. Kyvadlo vykonává tlumený harmonický pohyb (po-
drobnosti viz úloha o harmonickém kmitáńı), který je popsaný funkćı

f(t) = Ae−δt sin

(
2π

T
t+ ϕ

)
+ S1(2) (3)

kde t je čas (ten je jedinou proměnnou, ostatńı jsou konstanty), A amplituda, T perioda, ϕ počátečńı fáze a S je rovnovážná
poloha. Konstanty ze vztahu (3) urč́ıme nafitováńım naměřených dat funkćı (3). Fitováńı dat je proložeńı naměřených dat
nějakou hladkou funkćı, která má oporu v teorii, za účelem źıskáńı parametr̊u té funkce. Hledáńı parametr̊u funkce se provád́ı
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, kterou provád́ı poč́ıtač obsluhovaný nějakým vhodným programem (Matlab, Origin, ROOT,
Gnuplot, Measure a daľśı). My si uvedeme, jak se pracuje s programem Gnuplot.

5.3 Fitováńı naměřených dat v programu Gnuplot

Gnuplot je freeware k dispozici na www.gnuplot.info. Existuj́ı verze pro operačńı systémy Windows, Linux a MacOS.
Windowsová verze má i jednoduché grafické rozhrańı.
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Obr. 2: Schéma zapojeńı z [1].
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4.4 Grafy
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Obr. 3: Graf závislosti pozice x na čase t při měřeńı v prvńı poloze. Proložeńım funkćı pro tlumené harmonické

kmity (8) jsme určili periodu a rovnovážnou polohu.
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Obr. 4: Graf závislosti pozice x na čase t při měřeńı v druhé poloze. Proložeńım funkćı pro tlumené harmonické

kmity (8) jsme určili periodu a rovnovážnou polohu.
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